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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ;

ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà-Êàðñîíà.
Îáñóæäàåòñÿ âîçìîæíîñòü ðàñøèðåíèÿ àëãîðèòìà ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â îáùåì âèäå ñ ïðèìåíåíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ëàïëàñà-Êàðñîíà, êîòîðûé ðàññìàòðèâàëñÿ â ïðåäûäóùåé ðàáîòå àâòîðà.

1 Ââåäåíèå

Ðåøåíèå ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ÿâëÿåòñÿ îäíîé
èç àêòóàëüíûõ çàäà÷ êîìïüþòåðíîé àëãåáðû. Äàííàÿ çàäà÷à ñâÿçàíà ñ ïðîáëåìàìè, âîç-
íèêàþùèìè âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ åñòåñòâîçíàíèÿ, íàïðèìåð ïðè îïèñàíèè ôèçè÷åñêèõ, õè-
ìè÷åñêèõ, áèîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.

Â îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ â îáùåì ðåøåíèè ïðèñóòñòâóþò ñâî-
áîäíûå ïàðàìåòðû � ÷èñëà, îïðåäåëÿþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Â äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèÿõ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ñâîáîäíûå ïàðàìåòðû � ýòî ôóíêöèè èç íåêîòîðî-
ãî êëàññà ôóíêöèé, äîïóñêàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà-Êàðñîíà. Ìû áóäåì ñëåäîâàòü
îïðåäåëåíèÿì, äàííûì â ðàáîòå [1], à èìåííî îïðåäåëåíèþ ñåìåéñòâà íà÷àëüíûõ óñëîâèé,
êëàññà ôóíêöèé, äîïóñêàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà-Êàðñîíà, è îïðåäåëåíèþ òðåáî-
âàíèé ê íà÷àëüíûì óñëîâèÿì. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå ñèñòåìû äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, â êîòîðûõ êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé
ðàâíî êîëè÷åñòâó óðàâíåíèé â ñèñòåìå, à ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ñèñòåìû � ýòî ôóíê-
öèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, îãðàíè÷åííûå, èìåþùèå êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà ïåðâîãî
ðîäà è íå áîëåå ÷åì ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñêîðîñòü ðîñòà ïî êàæäîé ïåðåìåííîé íà R+

n è
îáðàùàþùèåñÿ â 0 â îñòàëüíûõ òî÷êàõ Rn. Â ñîîòâåòñòâèè ñ [1] êëàññ òàêèõ ôóíêöèé
îáîçíà÷èì ÷åðåç mathbfSn .

2 Îïðåäåëåíèå òðåáîâàíèé ê íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

Èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèé è ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà-Êàðñîíà, âîçìîæíî òîëüêî ïðè íàëè÷èè
îïðåäåëåííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé [2]. Òàê, â ðàáîòå [1] áûë ïðèâåäåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ



ìíîæåñòâà òàêèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïåðåõîäÿ ê ðå-
øåíèþ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìû çàïîëíèì äàííîå ìíîæåñòâî, ïðèìåíÿÿ
àëãîðèòì, ïðåäëîæåííûé â [1], ê êàæäîé èç ôóíêöèè â ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà íà÷àëüíûõ
óñëîâèé ïðèíàäëåæèò Sn , õàðàêòåðèçóåò ïîâåäåíèå èñêîìîé ôóíêöèè íà ãðàíèöå, à îá-
ùåå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà ðàâíî ñóììå ìàêñèìàëüíûõ ïîðÿäêîâ ïðîèçâîäíûõ
èñêîìûõ ôóíêöèé ïî îòäåëüíûì ïåðåìåííûì èç ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

3 Îïðåäåëåíèå ñåìåéñòâà íà÷àëüíûõ óñëîâèé

Ïóñòü èñêîìûå ôóíêöèè â çàäàííîé ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íå ñîäåð-
æàò ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ è ïðèíàäëåæàò R2. Òîãäà, ïîñëå ïðÿìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ëàïëàñà-Êàðñîíà êàæäîãî èç óðàâíåíèé ñèñòåìû è ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû àëãåáðà-
è÷åñêèõ óðàâíåíèé ìû ïîëó÷èì èçîáðàæåíèÿ ïî êàæäîé èç èñêîìîé ôóíêöèè. Çàìåòèì,
êàæäîå èç èçîáðàæåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äðîáíî-ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ, ÷òî îïðåäå-
ëåíî ñïåöèôèêîé ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà-Êàðñîíà.

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà-Êàðñîíà äëÿ äâóõ ïåðåìåííûõ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé:

LC−1 : f(x, y) =

σ+i∞∫
σ−i∞

τ+i∞∫
τ−i∞

u(p, q)

pq
epx+qydpdq,

ãäå u(p, q) � èçîáðàæåíèå èñêîìîé ôóíêöèè, p = σ + iµ, q = τ + iυ� êîìïëåêñíûå
ïàðàìåòðû.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îðèãèíàëà êàæäîé èñêîìîé ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ îáðàòíîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà-Êàðñîíà íåîáõîäèìî, ÷òîáû ∃(m, n) ∈ R2 òàêèå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî |ul| < ∞ ïðè ëþáûõ Re(p) > n > 0, Re(q) > m > 0, ãäå ul � èçîáðàæåíèÿ
èñêîìûõ ôóíêöèé.

Óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò îðèãèíàë èñêîìîé ôóíêöèè, îïðåäåëÿëèñü â ðàáîòå
[1] . Ïóñòü ñèñòåìà ñîãëàñîâàííîñòè íà÷àëüíûõ óñëîâèé ñîñòîèò èç d óðàâíåíèé, à ìàòðèöà
åå êîýôôèöèåíòîâ èìååò ðàíã t . Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî t 6 d 6 k+m−2. Òîãäà ìû ìîæåì
âûðàçèòü èç ñèñòåìû ñîãëàñîâàííîñòè íà÷àëüíûõ óñëîâèé t íåèçâåñòíûõ êàê ëèíåéíûå
êîìáèíàöèè îñòàëüíûõ k +m− 2− t ñâîáîäíûõ íåèçâåñòíûõ, ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòàìè
áóäóò äðîáíî-ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè.

Â êà÷åñòâå ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ ìîãóò âûñòóïàòü ëþáûå ôóíêöèè èç êëàññà Sn . Ýòè
ñâîáîäíûå ôóíêöèè ïåðåéäóò è â èñêîìîå ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
â îáùåì âèäå. Çàìåòèì, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìû ñïåöèàëüíî ìîæåì âûðàçèòü ôóíêöèè
íà÷àëüíûõ óñëîâèé îäíîé ôóíêöèè ÷åðåç ôóíêöèè íà÷àëüíûõ óñëîâèé äðóãèõ, òåì ñàìûì
ÿâíî ïðîñìàòðèâàåòñÿ âçàèìîñâÿçü ôóíêöèé â ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.



4 Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî àëãîðèòì, ïðîäåìîíñòðèðîâàííûé â ðàáîòå [1], ìîæíî ðàñøèðèòü
äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ
íà åãî îñíîâå ðàçðàáàòûâàåòñÿ àëãîðèòì â ñèñòåìå êîìïüþòåðíîé àëãåáðû MathPartner
[4�5].
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Smirnov R.A. ABOUT ONE APPROACH TO SOLVING SYSTEMS PARTIAL DIFFERENTIAL

EQUATIONS IN THE GENERAL FORM.

One approach to constructing an algorithm for the symbolic solving of partial di�erential equations

in general form is describe.

Key words: system of partial di�erential equations, Laplas-Carson transform.


